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ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ И ТЕРМОНАПРЯЖЕНИЙ ПРИ 
ПОВЕРХНОСТНОМ УПРОЧНЕНИИ ПУАНСОНОВ ДЛЯ ПРОБИВКИ ОТВЕРСТИЙ 
 
Введение. При процессах термообработки конструктивных эле-
ментов машин и механизмов (закалке, нанесении покрытий и т.д.) 
важнейшим фактором является исследование распространения 
полей температур и термонапряжений [1, 2].  
Температурное поле является одной из основных физических 
характеристик поверхностного упрочнения высококонцентрирован-
ными источниками нагрева. Зная изменение температуры тела в 
зависимости от времени, ее установившиеся значения в определен-
ной точке, можно судить (в зависимости от условий обработки, фи-
зических свойств тел, окружающей среды) о том, какие процессы 
термообработки могут быть реализованы. Определение темпера-
турных полей и термонапряжений в теле детали при нагреве и охла-
ждении позволяет прогнозировать состав вещества после термооб-
работки, его фазовое и структурное состояние. По значению темпе-
ратуры и напряжения в любой точке тела можно создать конструк-
тивные элементы с низкой материалоемкостью при достаточной их 
прочности и надежности.  
Для вычисления температурных полей и термонапряжений 
необходимо поставить и решить задачи теплопроводности и термо-
упругости при соответствующих краевых условиях. При реализации 
этих задач задаются параметры процесса упрочнения: скорость 
перемещения источника V, плотность теплового потока q, а также 
граничные и начальные условия задач теплопроводности и термо-
упругости. Аналитическое решение таких задач чрезвычайно сложно 
и, как правило, их реализация осуществляется с помощью числен-
ных методов. Одним из наиболее эффективных является метод 
интегральных уравнений теории потенциала. На основе этой теории 
дифференциальные уравнения в частных производных сводятся к 
сингулярным интегральным уравнениям, которые удобно численно 
реализуются. 
 
Постановка и методика решения задачи. Численное решение 
задачи термоупругости проводится в 2 этапа. На первом этапе ре-
шается задача теплопроводности по определению температурных 
полей. Для реализации этой задачи в случае движущегося источника 
нагрева предлагается следующий подход. 
При плазменной обработке поверхности тепловая нагрузка на 
обрабатываемую деталь передается ограниченной площадке. Если 
струя ориентирована перпендикулярно поверхности, то на ней обра-
зуется участок оплавленного материала, размеры которого можно 
измерить. Поскольку при этом получение оплавленной зоны не яв-
ляется целью данного процесса, а источник непрерывно перемеща-
ется вдоль детали с заданной скоростью, то можно в первом при-
ближении считать, что в пятне нагружения на поверхности достига-
ется температура, равная температуре плавления материала и 
дальнейшего разогрева этого уже жидкого металла не происходит. В 
этом случае фазовые превращения можно считать отсутствующими 
и для определения температурного поля обрабатываемой детали 
можно применить классические уравнения теплопроводности твер-
дого тела с граничными условиями первого рода [3] 
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где t – время, T=T(t,x,y,z) – искомая температура, a  – коэффи-
циент температуропроводности материала, x,y,z – координаты 
расчетной точки тела. 
Для решения поставленной задачи используются численные ме-
тоды: метод граничных элементов теории потенциала [1, 2] и метод 
конечных элементов [3, 4]. 
Для решения задачи теплопроводности методом потенциала ре-
шение разыскивается в виде потенциалов простого (2) или двойного 
слоев (3), которые вне точек поверхности, по которой проводится инте-
грирование, являются решениями уравнения теплопроводности: 
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где x, y – текущая и параметрическая точки интегрирования, µ , ν – 
плотности потенциала двойного и простого слоя соответственно. 
Потенциал (3) используется в случае реализации задачи тепло-
проводности с граничными условиями первого рода, выражение (2) – 
в случае решения краевых задач с граничными условиями второго и 
третьего рода. 
При задании на поверхности тела граничных условий первого 
рода ( , )F F y t= , что соответствует рассматриваемой задаче, 
получено интегральное уравнение для определения плотности теп-
лового потока двойного слоя ( , )yµ τ : 
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грального уравнения представляет собой произведение показатель-
ной функции на функцию Бесселя первого рода. Знак «+» использу-
ется для внутренней задачи, «-» - для внешней. 
Уравнение (4) является линейным интегральным уравнением 
второго рода. Оно носит Фредгольмов характер по переменной L  и 
имеет признак уравнения Вольтерра по переменной t . В результате 
решения этого уравнения определяется плотность µ  потенциала 
двойного слоя, что позволяет найти распределение температуры в 
любой точке рассматриваемой области L  в данный момент време-
ни путем подстановки данной плотности в выражение (3) потенциала 
двойного слоя. Необходимо отметить также, что ядро уравнения (4) 
имеет сингулярную особенность в точке x y= , t = τ . 
На втором этапе решается задача термоупругости: 
 
, , ,
( ) (3 2 )i kk k ki i T i iu u u T Xµ + λ + µ = ρ + λ + µ α −&&  (5) 
с соответствующими краевыми условиями. 
Решение (5) разыскивается в виде, предложенном Гудьером: 
 
0 T
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где 
0
iu  – решение однородного дифференциального уравнения, а 
T
iu  – частное решение уравнения (5), которое разыскивается в виде 
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T
iu gradW= . (7) 
Функция W  удовлетворяет уравнению (7) в виде: 
 0
1 ( )
1
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− ν
. (8) 
Для определения напряжений используется формула: 
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Окончательно с учетом (8) выражения для температурных доба-
вок перемещений и напряжений имеют вид: 
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Система сингулярных интегральных уравнений относительно 
плотности ( )i yν  имеет вид: 
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где 
0 T
пр i iP P P= +  - приведенная нагрузка, равная сумме механи-
ческой и температурной поверхностной нагрузки. 
Численная реализация интегральных уравнений термоупругости 
также построена на базе метода механических квадратур. Интегра-
лы вычисляются при помощи квадратурных формул Гаусса.  
В результате замены интегралов в (12) конечными суммами по-
лучается алгебраическая система уравнений: 
 X QY p+ = , (13) 
где X  и Y  – столбцы неизвестных плотностей, p  – столбец сво-
бодных членов. 
По найденным значениям плотностей могут быть определены 
все компоненты тензора напряжений и деформаций в произвольной 
точке рассматриваемой области. 
Порядок решения задачи следующий. Основными исходными 
данными задачи по расчету напряжений при плазменном упрочнении, 
помимо уравнений (1) и (5) с соответствующими начальными и гра-
ничными условиями, являются: количество точек разбиения границы 
области, количество шагов по времени, коэффициенты линейного 
теплового расширения α , температуропроводности, Пуассона, раз-
меры массивов плотностей, координаты точек границы области. На 
1-м этапе решается уравнение (1), в результате решения которого 
находится распределение температуры в любой точке упрочняемого 
тела в требуемый момент времени. Далее определяются температур-
ные добавки перемещений 
T
iu , напряжений 
T
ijσ  и фиктивная темпе-
ратурная нагрузка 
T
ip  На 2-м этапе решается система (12) относи-
тельно плотности потенциала µ , после чего определяются переме-
щения и напряжения по формулам (6) и (9) соответственно. 
Для численного решения построенных интегральных уравнений 
аппроксимируется геометрия рассматриваемой области и входящие 
в ГИУ краевые функции. Дискретные представления границы тела 
осуществляются в случае плоской задачи с использованием одно-
мерных конечных элементов различной формы. В ходе пошагового 
продвижения по времени находятся неизвестные граничные пере-
мещения и напряжения [5]. 
Для реализации алгоритма составлена программа на алгорит-
мическом языке «FORTRAN». 
 
Стационарный тепловой анализ пуансона. Рассматривается 
решение стационарной задачи термоупругости при поверхностной 
плазменной закалке верхнего торцевого сечения пуансона (Т=650 0С). 
Материал – сталь Х12М, теплоемкость 0750
Дж
c
кг С
=
⋅
, коэффи-
циент теплопроводности 045
Вт
м С
λ =
⋅
, коэффициент темпера-
турного расширения 2 015
Вт
м С
α =
⋅
. Граничные условия соответ-
ствовали случаю приложения конвекции по внешним поверхностям 
модели (коэффициент конвекции 1000 Вт/(К⋅м2)). К верхней грани 
пуансона прикладывалась температура 650 °С. При статическом 
анализе нижняя грань пуансона считалась неподвижной. В качестве 
математического аппарата решения задачи использовался конечно-
элементный комплекс «ANSYS» [3, 4], а также гранично-элементное 
решение с помощью разработанной программы. 
Чертеж пуансона, его конечно-элементная и гранично-
элементная модель показаны на рисунке 1.  
а)            б)  
в)     г)  
а) внешний вид; б) схема; а) конечно-элементная модель; 
б) гранично-элементная модель 
Рис. 1. Пуансон 
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Рис. 3. Типичная зависимость эквивалентных напряжений от координаты в момент времени 1 с: 1 – на наружной поверхности, 2 – вдоль оси 
симметрии 
 
Достоинством гранично-элементной модели является возмож-
ность разбивать только внешнюю границу (рисунок 1 в), что позво-
ляет значительно упростить расчет. Кроме того, вследствие симмет-
рии имеется возможность рассматривать половину поперечного 
сечения, которое аппроксимировалось граничными элементами. 
Наружный контур разбивался равномерно 50 граничными элемента-
ми на длине 28 мм и 50 граничными элементами на длине 31 мм. В 
непосредственной близости к внутреннему углу для повышения 
точности расчетов применяется неравномерное разбиение, которое 
реализуется введением соответствующих коэффициентов. 
На рисунках 2–4 приведены типичные зависимости распределе-
ния температурных полей, термонапряжений и перемещений в раз-
личных точках пуансона для момента времени 1 с. 
 
а)  
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а) решение МКЭ, б) решение методом ГИУ 
Рис. 2. Поле температур в момент времени 1 с 
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Рис. 4. Зависимость суммарных перемещений от координаты в мо-
мент времени 1 с 
 
Как видно из рисунка 4, в сечении при x=28 мм, в котором воз-
растает диаметр, происходит рост эквивалентных напряжений. 
Наиболее напряженными являются точки, удаленные на расстоянии 
4–7 мм от нагруженной поверхности, в которых напряжения дости-
гают 24 МПа. Суммарные перемещения убывают при переходе от 
свободного конца пуансона к закрепленному и имеют значения 
0,064 мм на свободном торце. 
 
Нестационарный тепловой анализ пуансона. Граничные усло-
вия в случае нестационарного теплового анализа соответствовали 
случаю приложения температурной нагрузки по внешним поверхно-
стям модели (коэффициент конвекции 1000 Вт/(К⋅м2)). К верхней грани 
пуансона прикладывалась температура 650 °С в течение 10 с. При 
статическом анализе нижняя грань пуансона считалась неподвижной. 
На рисунках 5–9 приведены типичные поля температур, напря-
жений и перемещений для моментов времени 1 с и 10 с. 
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Рис. 5. Зависимость температуры от координаты вдоль оси враще-
ния в различные моменты времени 
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Таблица 1. Результаты расчета температур вдоль оси вращения в 
зависимости от координаты 
 
а)  
б) 
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а) решение методом граничных интегральных уравнений, 
б) конечно-элементное решение (результат ANSYS) 
Рис. 6. Зависимость температуры от времени на средней грани пуансона 
 
Зависимость T=f(x) в сечении 15 мм 
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Рис. 7. Зависимость температуры от радиуса в сечении х=15 мм в 
момент времени t =0,5 с (сечение А-А) 
 
На оси симметрии вблизи изменения диаметра пуансона происхо-
дит резкий рост эквивалентных напряжений. В момент времени t = 1 c 
опасными являются точки на оси посредине рабочей части длиной 
28 мм и в непосредственной близости от перепада диаметра при рас-
стоянии от свободного торца 30 мм на утолщенной части пуансона 
диаметром 7,8 мм, где температурные напряжения достигают 59 МПа. 
При t = 10 c опасными являются точки на части с диаметром 6 мм при 
расстоянии 26…27 мм. Это объясняется геометрией пуансона. 
Зависимость T=f(t) на средней грани пуансона 
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Рис. 8. Зависимость суммарных напряжений от координаты вдоль оси симметрии: 1 – t = 10 c, 2 – t = 1 c 
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Рис. 9. Суммарные перемещения в сечении в различные моменты 
времени: 1 – t = 1 c, 2 – t = 10 c 
 
Кроме того, проведены исследования термонапряжения и пере-
мещения в раличные моменты времени в точках на наружном конту-
ре. Результаты покаывают, что опасными являются точки в местах 
изменения диаметра с 6 до 7,8 мм. 
Рассмотренные программы представляют возможность пользо-
вателю вести анализ полей температур и термонапряжений для тел 
с произвольной геометрией границы области и различными краевы-
ми условиями, в.т.ч. и многосвязных областей. Имеется возможность 
редактирования исходных данных и варьирования параметров 
нагрева и свойств материала, а также использования движущихся 
источников тепла. 
Следует отметить, что разработанная программа позволяет ре-
шать задачи при одновременном действии механической нагрузки и 
нестационарных полей температур. 
Заключение. В данной статье проведено исследование напря-
женно-деформированного состояния пробивного пуансона при ста-
ционарном и нестационарном температурных нагружениях. Разра-
ботан алгоритм и проведена численная реализация построенных 
интегральных уравнений задач стационарной и нестационарной 
термоупругости [5]. Построены графики распределения температуры 
в зависимости от координат и времени. Получены зависимости рас-
пределения компонентов напряжения и перемещения.  
Результаты определения перемещений, напряжений и дефор-
маций сравнивались с результатами расчетов, полученных с помо-
щью программного комплекса ANSYS, построенного на базе метода 
конечных элементов.  
Полученные результаты нестационарного температурного ана-
лиза могут быть непосредственно использованы для определения 
оптимальных режимов работы плазмотронов и других высококон-
центрированных источников нагрева, позволяющих проводить по-
верхностную обработку металлоизделий высокотемпературной 
плазменной струей. 
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Введение. Разработка систем автоматизированного проектиро-
вания кокильной оснастки на протяжении долгого времени остается 
одним из самых важных и в то же время сложнейших вопросов ли-
тейного производства. От решения этого вопроса в значительной 
степени зависит уровень технологии и степень автоматизации про-
цесса кокильного литья. 
Благодаря рационально выбранному подходу к конструированию 
кокиля можно добиться хорошего качества получаемых отливок и 
высокой стойкости кокильной оснастки. В последнее время методы 
моделирования технологических процессов постепенно вытесняют 
традиционные методы расчетов, используемые при проектировании 
кокильных отливок и оснастки. Математические методы позволяют с 
высокой долей вероятности предсказывать свойства будущей ре-
альной отливки или оснастки, прогнозировать возможности образо-
вания тех или иных дефектов. 
Методика исследования. Анализ многочисленных научно-
технических публикаций показывает, что на предприятиях литейного 
производства республики Беларусь и стран СНГ при проектировании 
кокильной оснастки в значительной степени доминируют традицион-
ные методы, не использующие методы математического моделиро-
вания и опирающиеся на полуэмпирические методы расчета кокиля 
[1, 2]. К методам математического моделирования как к крайнему 
варианту прибегают лишь в тех случаях, когда невозможно добиться 
необходимых результатов (заданного качества отливок, требуемой 
стойкости оснастки и др.) методами традиционных расчетов. Одна из 
основных причин состоит в том, что в настоящее время для решения 
проблем проектирования кокильной оснастки предлагаются различ-
ные CAD системы, позволяющие повысить методы проектирования 
с использованием методов машинной графики. В то же время из-
вестно, что разрабатываемая оснастка для кокиля должна учитывать 
особенности затвердевания отливки и процессы заполнения кокиля. 
Следует учитывать и процессы формирования напряжений, как в 
кокиле, так и в отливке. А здесь обычные CAD-системы оказываются 
не достаточно эффективны. 
Моделирующие системы не предназначены для генерации техно-
логических параметров. Это часто неожиданно для тех, кто ждет от 
программного обеспечения в рамках САПР автоматически генерируе-
мых готовых технологических решений. Иногда в моделирующие си-
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